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RESUMEN

En el siguiente trabajo se investigan los modelos y procedimientos existentes en la literatura para 
el diseño de itinerarios en redes Este tipo de problemas ha adquirido en los últimos tiempos un 
especial interés para el diseño de rutas de recogida de residuos. Se analiza la aplicabilidad de 
dichos modelos para el problema concreto de rutificación en el marco del Plan Nacional de
Residuos Urbanos.

1. Introducción.

Los problemas de rutificación en arcos se interesan por el diseño de itinerarios, que deben
permitir la cobertura de un servicio dispuesto en un conjunto de arcos del grafo. Algunos
ejemplos de este tipo de problemas son la limpieza de aceras y calles, la retirada de nieve de 
las carreteras, su inspección para operaciones de mantenimiento y la entrega de correo. Se
debe tener presente que la diferencia entre un problema de rutificación en arcos o en vértices
sólo depende de la modelización del problema, que debe tener en cuenta la dificultad de
resolución del modelo resultante. El objetivo de este trabajo es revisar la literatura existente en 
este tema.

2. Comparación entre los problemas de rutificación en arcos y en nodos.

Formalmente, el problema general de rutificación en arcos consiste en servir un conjunto R de 
arcos de la red G=(V,A∪E) con vértices V, arcos dirigidos A y arcos no dirigidos E (en inglés 
edges). El grafo puede estar compuesto completamente por arcos dirigidos (E=Φ), arcos no
dirigidos (A=Φ), o contener una mezcla de ambos. Adicionalmente G puede ser un multigrafo, 
así que puede existir más de un arco entre la misma pareja de nodos en V. Sin pérdida de
generalidad se supondrá un coste asociado a los arcos cij≥0 para todos los arcos a(i,j) ∈ E∪A.
Para cualquier pareja de nodos, denotamos el coste del camino más corto entre ambos como
SP(i,j).

Dado un grafo G=(V,E∪A) y un subconjunto de arcos R⊂E∪A denotamos GR=(VR,R) como el 
subrafo de G inducido por los arcos requeridos R. Los grados del vértice i, arcos incidentes y 
emergentes del vértice, en GR se denotan como d+(i,R), d-(i,R) y d(i,R).

Típicamente el objetivo de un problema de rutificación en arcos es minimizar la suma de los
costes asociados a atravesar los arcos no requeridos por el servicio, ya que el coste de
atravesar los arcos necesarios aparecerá en todas las soluciones. Genéricamente, el objetivo es 
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encontrar un conjunto de ciclos que cubran todos los arcos de R con coste mínimo.

La tabla 1 resume las características de los problemas más conocidos de rutificación en arcos y 
sus equivalentes en rutificación en vértices, utilizando alguno de los procedimientos existentes 
para la transformación, ver [26] y [31]. Estos procedimientos de transformación comportan un 
aumento de la dimensión del problema, así que normalmente se trata de resolver los modelos
originales de rutificación en arcos. 

Problema A E Requeridos Equivalente
Problema del cartero
chino no dirigido

Φ * R=E TSP

Problema del cartero
chino dirigido

* Φ R=A ATSP

Problema del cartero
mixto

* * R=A∪E ATSP

Problema del cartero
rural

Φ * R⊂E TSP

Problema del cartero
rural dirigido

* Φ R⊂A ATSP

Problema de
rutificación en arcos
con capacidad

Φ * R⊂E VRP

Problema del cartero
con capacidad

Φ * R=E VRP

Tabla 1: Algunos problemas conocidos de rutificación en arcos

En general los problemas de rutificación en arcos han recibido menos atención que no sus
equivalentes en vértices, por ejemplo existe un gran número de revisiones bibliográficas para
los problemas en vértices,  pero en el caso de problemas en arcos son relativamente extrañas. 
En [4] se revisan las primeras aplicaciones sobre el tema y en [5] se presenta un sumario de
los avances en las técnicas de resolución previas a los años 90. En los casos de los problemas 
del cartero, ya sea chino, rural, dirigido o no dirigido, puede consultarse [15] y [16], y en [1] 
se presenta una revisión de los modelos prestando especial atención a los casos prácticos y los 
procedimientos de resolución existentes. Finalmente, el libro de Dror [13]  muestra los últimos 
trabajos realizados sobre el área.

3. Los problemas del cartero chino y del cartero rural.

3.1 El problema del cartero chino.

Consideremos un grafo no dirigido G=(V,E) con un coste asociado a cada arco ce≥0 asociado 
a atravesar cada arco e en G. El problema del cartero chino no dirigido consiste en encontrar 
un camino de cartero de mínimo coste en un grafo conectado G. Dado cualquier camino de
cartero T; xe equivale al número de veces que aparece el arco e en T menos uno. Dado que el
camino debe cubrir cada arco como mínimo una vez, xe ha de ser mayor o igual a cero para
todo e. El problema del cartero, por tanto, se reduce a minimizar Σe∈Tcexe. Si G posee un
camino euleriano, el problema se resuelve fijando xe=0 para todo e y encontrando el camino
euleriano.

Si no es así, algunos vértices deben cubrirse más de una vez. En [14] se demuestra que este
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problema, en caso de un grafo no dirigido, es equivalente a resolver un problema de matching 
perfecto, haciendo d(i,R) par para todo i.

En un problema del cartero dirigido, cada vértice debe tener tantas salidas posibles como
entradas tiene para formar un camino euleriano. Esta condición se conoce que es necesaria y
suficiente para la existencia de un camino euleriano, así que como el grafo original no tiene
por qué satisfacer esta condición, se deberán añadir copias de ciertos arcos para transformar el 
grafo de manera que el grafo transformado cumpla esta condición. Esta operación es conocida 
como balanceado.

Sea G=(V,A) un grafo dirigido. Computar b(i)=d-(i)-d+(i) para todos los nodos i en V.
Cualquier nodo con un b(i) diferente de cero se denomina no equilibrado. Para resolver el
problema del cartero asociado, deberán añadirse copias de los arcos para balancear el grafo. La 
selección óptima de arcos a añadir para obtener un grafo euleriano puede determinarse
resolviendo un problema de flujos mínimos en un grafo, [18].

Para el caso de grafos mixtos, no existe un procedimiento exacto de tiempo de ejecución
polinomial, así que han aparecido diferentes procedimientos heurísticos, [29] y exactos [8]
para su resolución

3.2 El problema del cartero rural.

En muchas aplicaciones de rutificación, sólo un subconjunto de todos los arcos disponibles
requiere servicio, mientras que en el problema clásico presentado anteriormente, todos los
arcos deben ser visitados. Sea G=(V,A∪E) un grafo mixto y sea R un subconjunto de los arcos 
en G(R⊂A∪E). Asumimos también un coste asociado a atravesar un arco (i,j) cij. El problema 
del cartero rural consiste en encontrar un ciclo de mínimo coste en G que atraviese todos los 
arcos en R.

Se denomina a los arcos de R como necesarios y a todos aquellos arcos que pertenezcan a la 
solución, pero no a R, como arcos no necesarios. Adicionalmente se denota al subgrafo
necesario como GR=(VR,R) inducido por los arcos de R requeridos. En caso que el subgrafo
necesario sea conexo, existe un camino entre cualquier pareja de vértices, y balanceado, ver el 
problema del cartero chino explicado anteriormente, el problema del cartero rural es
equivalente al problema del cartero chino, que para grafo no dirigidos y grafos dirigidos puede 
resolverse de forma óptima.

Es por ello que se han propuesto heurísticas secuenciales que permiten conectar, modificar el
subgrafo necesario para que sea un grafo conexo, y balancear, modificar el subgrafo necesario 
para que exista un camino euleriano, en tándem. Un algoritmo heurístico de este tipo para el
problema puede verse en [2] y una aproximación basada en la búsqueda tabú para grafos
mixtos en [11]. Para la resolución exacta se han utilizado procedimientos basados en
programación lineal entera [12] y procedimientos de branch and bound [9].

4. El problema de rutificación por  arcos y con restricciones de capacidades.

4.1 Formulación.

Los problemas discutidos hasta ahora no incorporan restricciones de capacidad y pueden
asociarse a los problemas de viajante de comercio donde la demanda total o la duración de un 
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camino no tienen restricciones asociadas. El problema de rutificación por arcos con
restricciones de capacidad (CARP del inglés capacitated arc routing problem) es el problema 
análogo en el campo de la rutificación en arcos al clásico problema de rutificación de
vehículos, donde existen restricciones explícitas asociadas a cada ruta. Introduciremos el
problema describiendo su formulación en programación entera siguiendo a Golden y Wong
[21].

Sea G=(V,E) un grafo no dirigido con costes asociados a los arcos cij=cji, una demanda
asociada a los arcos qij≥0. Se dispone de K vehículos idénticos con capacidad Q. Asumimos
que Q excede qij para todo (i,j). Denotamos los nodos de G por [1,...,n] y consideramos el
nodo 1 como depósito. N(i) denotan los nodos adjacentes a i en G.

Introducimos dos conjuntos de variables: xijk que toma valor 1 si el vehículo k atraviesa e(i,j)
desde i a j y 0 en caso contrario. fijk=1 si el vehículo k realiza servicio en el arco e(i,j) mientras 
atraviesa desde i a j. La formulación es la siguiente:
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La primera restricción asegura la continuidad de la ruta de cada vehículo. La segunda
restricción marca que todos los arcos con servicio asociado deben ser atravesados, mientras
que la tercera obliga a todos los arcos en R a ser servidos. La cuarta restricción es la
restricción de carga.

El conjunto de tres restricciones (cuarta, quinta y sexta) eliminan subcliclos no conectados
pero permiten dos o más ciclos cerrados. Otra formulación puede verse en [3].

Una de las ventajas de esta formulación es su generalidad. Si la carga es inferior a un único
vehículo, el problema se transforma en un problema del cartero rural, si los arcos requeridos es 
el conjunto de arcos en un problema del cartero chino. Si la capacidad del vehículo es limitada 
el problema se transforma en un problema del cartero capacitado.
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La relación entre los problemas CARP y VRP, citada anteriormente, ha permitido el diseño de 
heurísticas con una garantía de error máximo para el problema como en [19], [24] y [25]. En 
[25] se presentan dos heurísticas con garantía de error máximo conocidas para el caso VRP
extendidas a los problemas de rutificación generales, que incluye al problema CARP y al VRP 
como un caso especial.

4.2 Procedimientos de resolución exacta.

Se han seguido dos líneas de trabajo en el desarrollo de algoritmos exactos para el problema.

La primera línea se centra en el uso de técnicas de Branch and Bound donde se han presentado 
dos procedimientos; el algoritmo de construcción de caminos (TCA) descrito en detalle en
[23] y el algoritmo de eliminación de subciclos (SEA) que aparece en [33]. En ambos
procedimientos, un nodo del árbol de búsqueda corresponde a una solución parcial con ciertos 
arcos fijados en la solución y otros permanentemente eliminados de ella. Se utiliza el
procedimiento de acotación conocido como cota inferior por duplicación de nodos (NDLB),
ver [31], en cada nodo del árbol de búsqueda, con las restricciones adicionales asociadas a la
subsolución ya construida. En TCA, la regla de ramificación consiste en escoger de todos los 
arcos libres en la solución de un problema de matching en NDLB, el arco cuya exclusión
provee un valor superior de cota. Este arco es entonces fijado o excluído de la solución,
creando dos nodos hijo. En el caso de SEA, cada nodo genera múltiples descendientes (o
subproblemas) como sigue: una propiedad del grafo de matching construido por NDLB es que 
cualquier solución de matching general genera caminos alternativos (e1,e2,...,e2p+1) donde
todos los arcos con índice impar no son necesarios. Si este camino viola la capacidad del
vehículo, se forman p+1 nodos descendientes en que cada r-ésimo nodo excluye el arco e2r+1

de la solución pero fija los arcos no requeridos predecesores en la solución parcial (0≤r≤p).

La dificultad computacional del problema se remarca en [23] y depende del número de arcos
requeridos del problema.

El otro procedimiento exacto se encuentra en [3]. En este trabajo se utiliza la formulación de 
programación entera para el CARP no dirigido y desarrollan restricciones que definen facetas 
del poliedro asociado al problema.

4.3 Procedimientos heurísticos de resolución del problema.

En las primeras aplicaciones de rutificación en arcos, los investigadores trataban las
restricciones de capacidad o de longitud de la ruta de forma específica para el problema en
cuestión. Un gran número de trabajos orientados a aplicaciones prácticas describen métodos
ad hoc para obtener soluciones factibles con limitaciones de capacidad, [1], [27], [28]y [34]
por ejemplo. El trabajo de [7] es el primero que introduce heurísticas de propósito general para 
este tipo de problemas, e inició el diseño y evaluación de éstas para el problema académico.
En esta sección citamos las heurísticas existentes para el problema genérico.

El algoritmo de escaneado de caminos, se debe a [20], cuyo mayor atractivo es su simplicidad. 
Se basa en escoger arcos necesarios de forma secuencial hasta que se cree una ruta y continuar 
creando rutas hasta que todos los arcos con un servicio asociado hayan sido escogidos. 

El algoritmo de aumentado y combinación. se propone por primera vez en [21] y también en
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[20]. Este algoritmo es análogo a la heurística de Clarke y Wright [10]. En [30] se modifica el 
algoritmo presentando una versión denominada algoritmo de aumento e inserción inspirada en 
las heurísticas de inserción usadas para el viajante de comercio y otros problemas de
rutificación en nodos.

El algoritmo de asignación a ciclo propuesto por [5] usa la estrategia de primero rutificar
después clusterizar asignando clusters de arcos a las rutas disponibles. Un punto interesante de 
esta heurística es el hecho que aunque los clusters se obtienen inicialmente de forma
heurística, la asignación final se realiza mediante la resolución de un problema de asignación
generalizado como en el algoritmo de [17] para el problema de rutificación de vehículos en
nodos.

Últimamente han aparecido metaheurísticas para el problema como CARPET, una
implementación de la búsqueda tabú de [22].

5. Conclusiones y aplicabilidad de los modelos al problema de recogida de residuos
urbanos.

Como puede verse existe un trabajo extenso en el área de la rutificación en arcos, pero el
alcance del desarrollo de estos problemas aún es inferior al caso de la rutificación en vértices. 
En especial quedan varias áreas de desarrollo:

- Modelización y resolución de los problemas de giros reales existentes en las redes de
calles en ciudad. Normalmente un problema de diseño de itinerarios en ciudades debe
tener en cuenta no sólo el sentido de las calles, sino también la posibilidad de poder
moverse de una calle a otra respetando las señales de circulación. Este es un problema 
grave para la aplicabilidad de los modelos existentes en la literatura en problemas de
recogida urbana, ya que los vehículos de recogida deben respetar las normas de
circulación.

- Utilización de metaheurísticas para la resolución del problema CARP. En la literatura
sólo se encuentra una aplicación de la búsqueda tabú para el problema. Para el
problema de rutificación en nodos, se conocen implementaciones de todas las
metaheurísticas clásicas y acostumbra a utilizarse también como problema clásico en
que probar nuevas metaheurísticas.

- Tratamiento de problemas con grafos mixtos para el CARP. La mayoría de problemas 
y juegos de datos consideran un conjunto de arcos a servir no dirigidos. Es difícil
saber a priori si las heurísticas tendrán el mismo comportamiento los problemas con
grafos mixtos o dirigidos.
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