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RESUMEN

Actualmente, el modelo de transporte presenta una gran variedad de aplicaciones en los
diferentes ambitos de la empresa (comercial, industrial, etc.) que no tienen relacion con el
transporte. Muchos problemas econémicos que en principio nada tienen que ver con el problema
de transporte, mediante la utilizacion de ciertas transformaciones pueden ser convertidos en un
problema de transporte y en consecuencia, ser resueltos aplicando los métodos propios de este
tipo de problemas. Este articulo describe dos casos de aplicaciones economicas de la dualidad.

1. INTRODUCCION.

Numerosos programas lineales que simulan problemas econémicos y que no guardan relacion
con el problema de transporte sin embargo, tienen la misma estructura formal. Otro tipo de
problemas, aunque formalmente presenten una estructura diferente, realizando adecuadas
transformaciones permiten obtener programas lineales cuya estructura es analoga al programa
lineal que simula el problema de transporte. La resolucion de este tipo de problemas puede ser
llevada a cabo bien mediante la utilizacion del método general del Simplex, bien mediante
algoritmos especificos, entre los que cabe indicar el método de transporte.

La idea fundamental de la dualidad en programacion lineal es que todo programa lineal
llamado primal, lleva asociado un programa dual, de manera que al resolver el programa
lineal original se obtiene una solucion para su problema dual [1]. En consecuencia, si un
problema economico puede formularse mediante un problema de programacién lineal, en
general, existe otro problema economico relacionado con el inicial, que corresponde al
problema dual.

Existen unas relaciones estructurales entre un programa lineal y su dual que resumidas son

[2]:

1.-El dual de un problema de maximizacion es uno de minimizacion y viceversa.

2.-El programa dual tiene una variable por cada restriccion del programa original o primal.
3.-El programa dual tiene tantas restricciones como variables existen en el programa original.
4.-Los coeficientes de la funcién objetivo del programa original son los términos

independientes de las restricciones del dual, y los términos independientes de las restricciones
del programa original son los coeficientes de la funcién objetivo del programa primal.
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5.-La matriz de los coeficientes de las restricciones del programa dual, es la traspuesta de la
matriz de las restricciones del programa primal.

6.-El sentido de las desigualdades del programa dual es inverso del sentido de las
desigualdades del problema primal (para programas duales simétricos). Si las restricciones del
programa primal son igualdades (para programas duales asimétricos), las restricciones del
programa dual son del tipo (<).

7.-En el caso de la forma simétrica, las variables duales no pueden ser negativas. Para el caso
de la forma asimétrica, las variables duales pueden estar o no restringidas (pueden tomar
cualquier valor).

La formulaciéon matematica del problema de transporte en su forma estdndar es:

i=m j=n

min z= ZZcijxij (1)

i=l j=1

sujeto a:
j=n
x;=s;, (iF1,2,...,m); (restricciones en origen) 2)
j=1
S x; =d;, (=1,2,...n); (restricciones en destino) 3)
i=1
x;20; (i=1,2,...m/ j=1,2,...n) 4)

En forma matricial resumida es:

min z= ¢! .x

sujeto a:
A.x=Db
x>0

Para determinar el programa dual del problema de transporte asignamos a cada restriccion en
origen (2) la variable dual u; cambiada de signo, y a cada restricciéon en destino (3) la
variable dual v ;.

Por tanto, el programa dual es:

m n
max w=- s+ 3 d,v, ®)
P =
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sujeto a: “u,+v; <cp Y, J) (6)

u, v no restringidas
con u=(up,,tt,) Yy V=V]nVy) 7

Al problema (1-4) se le denomina problema primal, mientras que al problema (5-7) se le
llama problema dual.

2. INTERPRETACION ECONOMICA DE LA DUALIDAD.

El significado econdmico de las variables duales es el siguiente [3]:

u; = es el precio en el origen i (almacén, fabrica, etc.) del producto.

v ;= es el valor de dicho producto puesto en el destino j (punto de demanda).

Las restricciones del tipo: -u;+v; <c¢;;,

producto menos el precio en origen (u;) de dicho producto puede ser, a lo sumo, igual al

significan que el precio en destino (v;) del

coste de transporte desde el origen i al destino j correspondiente. Por tanto, el transporte no
puede dar lugar a plusvalias no justificadas. A los precios/costes u;, v;, se les conoce con el

nombre de precios sombra o precios ficticios y representan unos precios teoricos.

El significado de dichos precios es que indican ventajas relativas de localizacion de los
centros de produccion (origenes) o de los centros de consumo (destinos), debidas a la
proximidad de los centros de consumo o bien, a la existencia de mejores medios de transporte.

3. APLICACIONES DE LA DUALIDAD.

A continuacion presentamos dos tipos de aplicaciones basadas en la dualidad.

1. Se plantea un problema de transporte para una empresa industrial junto con el modelo para
analizar la oferta a realizar por una empresa de distribucion/transporte, siendo ambos
problemas duales.

Una empresa industrial dispone de dos plantas de produccion para la fabricacion de sus
articulos. La capacidad de produccion mensual es de 150 y 300 unidades respectivamente.
Existen tres centros de consumo cuyas demandas son de 100, 180 y 170 unidades mensuales
respectivamente. La matriz de costes unitarios de distribucion se indica en la tabla 1.

Destino 1 2 3
Origen
A 10 u.m. 20 u.m. 30 u.m.
B 20 u.m. 50 u.m. 40 u.m.
Tabla 1
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El objetivo es planificar la distribucion abasteciendo las demandas de los tres centros de
consumo con el minimo coste. Si representamos mediante x; la cantidad de articulos

enviados desde el origen/planta i al destino/centro de consumo j el modelo lineal
correspondiente a este problema (primal) es:

Min. z= 10)611 + 20)612 + 30X13 + 20)(321 + 50)622 + 40X23

s.a. X11 +xp0 +x13 =150
Xy + X9 +xp3 =300
Xy1 +xp1 =100
X1p +xpp =180
X13 +x3 =170
x>0

gy =

Consideremos ahora una empresa de transportes que le propone a la empresa industrial
responsabilizarse de la distribucion de sus productos, mediante la presentacion de una oferta
basada en las siguientes condiciones: la empresa de transportes adquiere los articulos en
origen a un precio u; en la primera planta, y a un precio u, en la segunda. Tras realizar el
transporte, entrega los articulos en los centros de consumo cobrando v; por articulo entregado

en el primer centro, v, en el segundo centro y v3 en el tercer centro. Se trata de analizar la
oferta de la empresa de transporte.

Como el objetivo de la empresa de transportes es maximizar el margen bruto entre los

ingresos y los gastos de adquisicion de los productos, la funcién objetivo (modelo lineal del
problema dual) es:

max. w = 100v; +180v, +170v3 —150u; —300u,

Sin embargo, los precios a proponer por parte de la empresa de transporte, no pueden ser mas
gravosos para la empresa industrial que en la actualidad. En consecuencia, estos precios
estaran condicionados por los costes de transporte actuales de la empresa industrial, es decir:

vy —u; <10
v, —u; <20
vy —up <30
v —uy <20
Vo —uy <50
vy —u, <40

La empresa industrial ha de decidir las cantidades de articulos a transportar utilizando el
criterio de minimizar los costes, cuya expresion sera funcion de las citadas cantidades y de los
costes marginales de transporte. Por otra parte, la empresa de transportes utiliza como datos
las cantidades globales a distribuir entre los origenes y los destinos para fijar los precios, de

manera que ambos elementos (cantidades y precios) definen el margen bruto que se desea
maximizar.
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Los costes unitarios de transporte de la empresa industrial representan restricciones para la
empresa de transportes, y las limitaciones de la empresa industrial intervienen en la funcion
objetivo del modelo que analiza la oferta (problema dual). Analizando ambas situaciones, en
principio parece dificil que la empresa industrial acepte una oferta con unos costes
superiores a los actualmente existentes. En consecuencia, las expectativas de margen de la
empresa de transportes estan limitadas por los costes de la empresa industrial.

En este ejemplo, la interpretacion que se deduce del problema dual es un caso particular de la
interpretacion mas general del problema dual.

2. Consideremos los problemas que involucran la realizacion de ciertas actividades y que
consumen o utilizan determinados recursos, es decir problemas de asignacion Optima de
recursos [4].

En este tipo de problemas, el significado del problema llamado primal es el siguiente: se

consideran n actividades cuyos niveles o cantidad de producto x; hay que determinar. Para

ello se utilizan m recursos de los cuales se dispone en las cantidades b;. Las cantidades de
recursos consumidas por cada una de las actividades viene dada por la llamada matriz de
coeficientes tecnologicos A4=[a;;], en donde cada elemento a;; representa la cantidad del
recurso i que se necesita por unidad de la actividad j, de manera que el vector A ; representa
el consumo de recursos de la actividad j, siendo ¢ ; el coste unitario de utilizacion de dicha

actividad (i=1,....m / j=I,....,n).

El problema dual consiste en determinar una oferta de m precios u; para cada uno de los

recursos, de manera que cada una de las actividades j pueda ser sustituida a un coste que no
sea superior al actual, es decir, que para cada actividad j se ha de verificar que:

En este problema el objetivo es maximizar los ingresos en el supuesto de que todos los
recursos se utilizen totalmente. Mediante el siguiente ejemplo se observa el caso particular de
esta interpretacion.

Una granja dedicada a la explotacion de ganado vacuno, desea determinar las cantidades de
los tipos de alimento disponibles que deben suministrarse a cada animal para satisfacer
determinados requisitos de nutricién a un coste minimo. En la tabla 2 se indica el nimero de
unidades de cada tipo de ingrediente nutritivo basico contenido en un kg. de cada tipo de
alimento, junto con los requisitos diarios respecto a la nutricion y los costes de cada alimento:

Ingrediente Kg. de residuo Requisito
nutritivo Kg. de maiz de Kg. de alfalfa | diario minimo
grasas
Carbohidratos 90 20 40 200
Proteinas 30 80 60 180
Vitaminas 10 20 60 150
Coste (u.m.) 21 13 15
Tabla 2
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El objetivo es determinar la dieta méas econdmica que satisfaga las anteriores condiciones.
Para ello, consideremos las siguientes variables de decision:

x1=kg. de maiz a utilizar; x,=kg. de residuo de grasas; x3=kg. de alfalfa

El modelo lineal correspondiente a este problema (primal) es:
min. z = 21x, +13x, +15x;,

S.a.

90x, +20x, + 40x; = 200
30x, +80x, + 60x; > 180
10x, +20x, + 60x; > 150

xiZO

La formulacion del problema dual es:

max. w = 200w, +180u, +150u,

S.a.

90u; +30u, +10u; < 21

20u, +80u, +20u; <13

40u; + 60u, + 60u; <15
u; 20

Supongamos ahora que una empresa dedicada a la fabricacion de piensos sintéticos quiere
suministrar piensos a esta granja. El problema que se le plantea es determinar a qué precios
uy,u,,u; debe vender los compuestos sintéticos de carbohidratos, proteinas y vitaminas

respectivamente, tal que maximice sus ingresos y que ademads, sea competitivo con el maiz,
residuo de grasas y alfalfa, que es la dieta actual de los animales.

La demanda diaria de carbohidratos es de 200 unidades, y las de proteinas y vitaminas, de 180

y 150 unidades respectivamente (necesidades minimas). En consecuencia, los ingresos a
maximizar son:

200w, + 180w, + 150u,
Ademas, con el objetivo de ser competitivo, el coste sintético (u . A ;) de los equivalentes

nutritivos de maiz, residuo de grasas y alfalfa obtenidos mediante sus compuestos sintéticos
de carbohidratos, proteinas y vitaminas, no debe ser superior que el coste directo (¢ ;) del
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maiz, residuo de grasas y alfalfa. Esta condicion es la que indican las tres restricciones. Por
ejemplo, la tercera restriccion:

40
u.Az3=[u, u, uy].|60|=40u, +60u, +60u; <15
60

significa que el precio de un alimento que nutritivamente equivale a la alfalfa, obtenido a
partir de los compuestos sintéticos de carbohidratos, proteinas y vitaminas
(40w, + 60u, + 60u; ) no debe ser superior al precio de la alfalfa (15 u.m.) para que pueda

ser competitivo.

Segun el teorema fundamental de la dualidad, los valores que toman las funciones objetivo de
ambos problemas para x*=(x, ,x;,x;) y ut=(u, ,u;,u; ) son iguales y por tanto, el ingreso de
la empresa de piensos sintéticos es el mismo que el gasto en que incurre la granja en el
supuesto de elegir ambos estrategias optimas. En consecuencia, los precios (u;) a ofertar de

los productos sintéticos de los recursos, son los precios internos o precios sombra de los
recursos en la dieta mas econoémica utilizada en la granja.

4. CONCLUSIONES

Con independencia de ser una curiosidad matematica, debido a la utilidad que presenta la
dualidad de los programas lineales, cada vez son mayores sus aplicaciones [5].

A.-Desde el punto de vista macroeconémico, la dualidad tiene mucho interés, puesto que si la
distribucion y asignacion optima de los recursos disponibles en un pais constituye el problema
primal, su correspondiente problema dual es la determinacion de los precios de dichos
recursos. En consecuencia, una vez resuelto el programa lineal para la determinacion 6ptima
de los recursos, planteando y resolviendo el correspondiente problema dual se obtendran los
precios tedricos de cada una de los recursos, de manera que si el modelo de competencia
perfecta funciona de manera satisfactoria, estos precios son los que deben regir en el mercado.

B.-En los estudios de planificacion en los que se llevan a cabo estudios por zonas o comarcas
concretas para cada uno de los diferentes productos, para determinar la oferta y la demanda de
cada uno de ellos, la dualidad aplicada al problema de transporte es de mucha utilidad. Una
vez resuelto el problema de transporte (después de estimar los costes de transporte entre las
diferentes zonas), se obtienen los valores de las variables duales u;, v s que sirven de

indicadores de referencia de ventajas relativas debidas a la localizacion de las diferentes zonas
geograficas productoras y distribuidoras.

El conocimiento de estos indicadores puede ser muy interesante para las empresas que tratan

de instalarse en una determinada region de un pais puesto que se puede conocer la ventaja o
desventaja relativa al transporte que dicha localizacion conlleva.
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