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RESUMEN

El espacio de estados constituye una formulacion matematica flexible capaz de representar una
amplia variedad de modelos econométricos: todo modelo econométrico estructural lineal es
expresable en el espacio de estados. El filtro de Kalman aplicado sobre un modelo formulado en el
espacio de estados permite realizar de forma unificada (valida para todos los modelos) un
tratamiento de diversos aspectos, tales como la estimacion de parametros del modelo, la
prediccion de valores o el andlisis de la dinamica del sistema. En este trabajo presentamos una
revision de las principales ideas asociadas al tratamiento de modelos econométricos en el espacio
de estados. Analizamos también algunas posibilidades de aplicacion del filtro de Kalman al
estudio de los datos de panel y al andlisis de cointegracion.
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1. Introduccion.

El espacio de estados constituye una formulacion matematica flexible que da cabida a una
amplia variedad de modelos econométricos. La formulaciéon de un modelo econométrico en el
espacio de estados abre las puertas para el tratamiento unificado de diversos aspectos del
modelo, como el andlisis de la dindmica del sistema y, mediante la aplicacion del filtro de
Kalman, la estimacion de parametros y la prediccion. En este trabajo se revisa la formulacion
en el espacio de estados de distintos modelos econométricos tradicionales y se analizan en
particular las aplicaciones sobre dos modelos concretos cuyo estudio ha seguido un
considerable desarrollo en los ltimos afos: los datos de panel y la cointegracion.

A lo largo de todo el articulo trabajaremos siempre en tiempo discreto. Usaremos la notacion:
a — escalar; a —vector columna; A — matriz.

2. El espacio de estados.
La formulacion matematica del modelo de espacio de estados admite distintas expresiones, de

hecho, encontramos representaciones distintas en los distintos autores, sin que tampoco exista
unicidad en los simbolos utilizados para referirse a los vectores y matrices del modelo.
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El modelo més general (Kalman [1], Luenberger [2]) es de la forma
Zi1 = Dz +v; Ecuacion de transicion de estados (1)
yi = Mz + e Ecuacioén de observaciones (2)

donde z es un vector de n estados no directamente observables; y: es un vector de m
observaciones; M; y ®; son matrices que, de momento, se suponen conocidas en cada periodo;
Vi Yy € son vectores aleatorios de media cero y tales que E(vi v’;j) = Qx 0y, E(ex €’j)= Ry 3y y
E(vk ’;) = Sk 8y donde Ry es definida positiva y &y es la funcion delta de Kronecker.

En el modelo de espacio de estados, las observaciones estan linealmente relacionadas con los
estados en cada periodo. La dinamica del sistema estd contenida en la ecuacion de transicion
de estados, que es una ecuacion vectorial en diferencias de primer orden (recordemos que una
ecuacion en diferencias de mayor orden es expresable como una ecuacion vectorial en
diferencias de primer orden). De este modo, los estados guardan, de forma méas o menos
condensada, la informacidn historica del sistema que influye en su evolucion futura.

Vale la pena considerar otras representaciones del espacio de estados frecuentemente
utilizadas en la literatura. Todas ellas son expresables conforme a la representacion general
indicada anteriormente, y, a menudo, constituyen casos particulares de la representacion

general. Para modelos de coeficientes (matrices) constantes, Terceiro [3] utiliza una
representacion de la forma

2= ®z,.+T'xi + E v, Ecuacion de transicion de estados 3)

yi = Hzz+Dx; +C e Ecuacion de observaciones 4)
donde x; es de forma explicita un vector de variables exogenas.
En la denominada “representacion en forma de innovaciones”, frecuentemente utilizada por
presentar diversas ventajas practicas, el mismo vector de perturbaciones de las observaciones
aparece en la ecuacion de estados. Por ejemplo, para coeficientes constantes y modelo en
innovaciones, Aoki utiliza la representacion

Zi1= Az + Be Ecuacion de transicion de estados (5)

yi = Cz+e Ecuacion de observaciones (6)

Indicar por ultimo que autores como Harvey [4] o Hamilton utilizan una representacion con la
ecuacion de estados desplazada un periodo, de la forma

Zi1 = Oz + v Ecuacion de transicion de estados (7)
yi = Hz+ D x;+ ¢ Ecuacién de observaciones (8)

Harvey [4] (pp. 103, 112) discute las implicaciones de esta representacion desplazada.
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3. Formulacion de modelos econométricos en el espacio de estados.

Todo modelo econométrico lineal es representable en el espacio de estados. Analizaremos
algunos casos:

3.1  Modelo de regresion

El modelo de regresion y, = B’ x; + e; puede representarse en el espacio de estados acomodado
directamente en la ecuacion de observaciones:

Zi+1 = Ozt (9)
Vo =0z +Bx +e (10)
3.2  Modelo de regresion con coeficientes variables

Podemos considerar modelos de estructura similar a los de regresion (y: = B’ x; + ¢ ) en los
que los coeficientes 8 no sean estaticos, sino que varien en el tiempo conforme a una dinamica
determinada, por ejemplo, que sean paseos aleatorios By = B¢ + v, . Estos modelos pueden
representarse en el espacio de estados por las ecuaciones

B = Bt (11)
ye = XBite (12)
3.3  Representacion de un MA(1) en el espacio de estados

Un modelo MA(1), de la forma y; = e; + o e.; , puede representarse en el espacio de estados
[4] (p. 103) por las ecuaciones (zi1 =€) , ( yi = oz + ). Otra opcion seria tomar (zy = oy ) ,
(yt = z. + ). Obsérvese que existen distintas representaciones posibles en el espacio de
estados y que, en cualquier caso, el estado esta guardando la informacion historica que sera
relevante para la evolucion del sistema al periodo siguiente.

3.4  Representacion de un modelo econométrico estructural (ARMA, VARMAX....)
en el espacio de estados

Aoki [5] indica un procedimiento para representar en el espacio de estados un modelo
econométrico estructural en forma reducida, es decir, un modelo de la forma

I+F, L+F,L*+..)y =G(L) x.+ HL) e (13)
donde L es el operador retardo y G(L) , H(L) son matrices de polinomios en L.

Los modelos VARMAX (y dentro de éstos los ARMA) son casos particulares de este modelo
econométrico estructural lineal, y, por tanto, son representables en el espacio de estados. Un
modelo VARMAX es un modelo estructural F(L) y; = G(L) x; + H(L) e; donde se tiene F(L) =
I+F L+FL*+ . )yHL) =I+H, L+H,L*+ ..)).
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El procedimiento de transformacion de modelos estructurales indicado proporciona ademas
una representacion minima, es decir, una representacion que utiliza el minimo nimero posible
de estados necesario para representar el sistema.

4. Identificacion de modelos econométricos en el espacio de estados.

En muchas ocasiones los parametros del modelo subyacente a las observaciones seran
desconocidos, y nuestro objetivo serd estimar una representacion de ese modelo [4, p. 205]. La
formulacion en el espacio de estados subraya una particularidad en este caso: una
representacion en el espacio de estados no es identificable, al menos hasta que impongamos
algunas condiciones, que en ocasiones pueden resultar arbitrarias.

Supongamos que un sistema es representable en el espacio de estados por las ecuaciones
Z1 = Az +Be Ecuacion de transicion de estados (14)
yi = Cz +e Ecuacion de observaciones (15)

Consideremos ahora unos nuevos estados definidos por z*; = T z;, donde T es una matriz no
singular cualquiera de dimensiones consistentes con el vector de estados. Entonces las
primeras igualdades de las ecuaciones

254 = A*z* +B*e, = TAT' Tz +TBe (16)
Yt =C* Z*t+et = C’I‘_1 TZt+et (17)

donde las matrices A*, B* y C* estan definidas de forma que se cumplan las segundas
igualdades, representan también el sistema estudiado. Ambas representaciones generan la
misma funcion de distribucidon conjunta para las variables, por lo que la probabilidad de
generar un conjunto de observaciones dado es la misma para las dos. Se dice que ambas
representaciones son indistinguibles observacionalmente.

Para poder identificar los pardmetros de una representacion en el espacio de estados es
necesario imponer unas condiciones sobre las variables. En particular, dado que los estados
pueden sufrir rotacion y cambio de escala sin que por ello dejen de poder representar el
sistema (cambiarian las matrices A, B y C segun lo indicado anteriormente, absorbiendo los
cambios en los estados), de cara a la identificacion es necesario fijar un sistema coordenado
para los estados. Una alternativa frecuentemente utilizada es la de ortogonalizar los estados.
Otra opcidn para fijar la escala de los estados, basada en las propias observaciones, es la
llamada “representacion equilibrada” [6].

5. El filtro de Kalman. Tratamiento unificado en el espacio de estados.
El filtro de Kalman es un algoritmo que proporciona de forma recursiva el estimador de

minima varianza de los estados, asi como su varianza. Su aplicacion principal en econometria
es la estimacion de pardmetros de un modelo y la prediccion de valores utilizando el modelo.
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Respecto a la estimacion de variables del modelo existen dos posibilidades, que éstas sean
estaticas (parametros propiamente dichos) o que sean dindmicas (“parametros variables”):

a)

b)

Las variables de interés son dindmicas, es decir, son ‘“pardmetros variables” no
directamente observables. Es lo que sucede, por ejemplo, en el denominado modelo de
regresion con coeficientes variables ( y; = B’ x; + ¢ ). En estos casos las variables de
interés forman parte del vector de estados, y la dindmica de estos pardmetros variables,
que debe ser conocida, vendra reflejada en la ecuacion de transicion de estados (ver
ecuaciones 11y 12).

Cuando el sistema contiene parametros estructurales que bdsicamente se mantienen
constantes, pero en los que se puede llegar a producir saltos o cambios, este enfoque
permite estudiar esas variaciones en los parametros, es decir, estudiar los denominados
“cambios estructurales” en el sistema.

En la practica, lo habitual es que, cuando las variables de interés son dindmicas, existan
también parametros del sistema estaticos pero desconocidos; estos pardmetros pueden ser
estimados por el procedimiento descrito a continuacion.

Las variables de interés son estaticas, son parametros desconocidos del sistema. En estos
casos el filtro de Kalman se utiliza como soporte para el calculo de estimadores maximo
verosimiles o cuasi-maximo verosimiles de los pardmetros. Sin entrar en muchos detalles
[7], cuando las perturbaciones son gaussianas el filtro de Kalman permite el célculo
recursivo de la funcion de verosimilitud, expresada en funcién de los parametros
desconocidos del modelo. La maximizacion (normalmente por métodos numéricos) de la
funcidon de verosimilitud proporciona estimaciones maximo verosimiles (MLE) de los
parametros.

Modelo (parametros 0) Observaciones (y)

| |
l Filtro de Kalman

Funcion de densidad de probabilidad log L(0, y)  (recursivamente)
Maximizacion en 60 (numérica)

Estimaciones maximo verosimiles de 0

Cuando las perturbaciones no son gaussianas, las estimaciones obtenidas tratando el modelo
como si fuera gaussiano se denominan cuasi-maximo verosimiles (QMLE).
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6. Datos de panel y filtro de Kalman.
6.1 Modelos de datos de panel

Los datos de Panel son observaciones por individuo (i) y periodo (t) de una variable explicada
(vit) y una o varias explicativas (xj;) donde se presupone que:

- existe una relacién lineal entre la variable explicada y las explicativas. Las variables
explicativas pueden incluir retardos de la variable explicada (modelos dindmicos).

Algunos coeficientes de la relacion lineal entre las variables son comunes a todos los
individuos. Esta es la caracteristica clave que tratan de explotar los estimadores de
datos de panel.

Por ejemplo, un modelo simple de datos de panel seria yi = ni + B Xit + eir, donde m; es un
factor individual y ej es ruido blanco. En el caso de dos individuos, corresponderia a una
distribucion de las observaciones de aspecto similar al que se presenta en la figura 1:
observaciones distribuidas en torno a dos rectas de regresion con la misma pendiente.

A

y

O
g PT
1

Figura 1: Un modelo de datos de panel
En notacidn, agrupando las observaciones por periodos, en cada periodo tenemos el vector de
variables explicadas y; y la matriz de variables explicativas X, cuyas filas traspuestas son los
vectores de variables explicativas de cada individuo en el periodo t.

(Qué se hace en “datos de panel”?

1 Se postula un modelo para las observaciones. Uno de los mas generales (podemos
considerar mas términos regresivos y algunos coeficientes distintos por individuo) es

yi= Oy + X¢ B+ uy (18)
U =m+ & (19)
donde 4 y B son parametros comunes a todos los individuos, y donde el vector constante

recoge los factores individuales (fijos o aleatorios), cada uno asociado de forma
permanente a un individuo.
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2 Se estiman los parametros de interés del modelo: J, B, varianzas.
3 Se comprueban las hipotesis del modelo
6.2  Estimacion de parametros en datos de panel

La mayor parte de la investigacion en datos de panel estd centrada en la busqueda de
estimadores que presenten buenas propiedades, suponiendo que los datos se ajustan al modelo
teorico postulado [8]. Puesto que el modelo postula que algunos parametros son comunes a
todos los individuos, los estimadores tratan de aprovechar la informacién que cada individuo
aporta sobre el parametro: aunque el nimero de datos en el tiempo sea muy limitado,
podremos encontrar buenos estimadores si tenemos muchos individuos.

Las propiedades de los distintos estimadores son dependientes del modelo subyacente a los
datos. Las tablas 1 y 2 presentan un resumen de las propiedades de los estimadores mas
utilizados, dependiendo del modelo.

Basicamente, en modelos estaticos, en los que los valores actuales de la variable explicada no
influyen en los valores futuros, los estimadores de minimos cuadrados (minimos cuadrados
con variables dummy o ficticias -MCVF-, generalizados — MCG-, o generalizados factibles—
MCGF-) presentan, en general, muy buenas propiedades.

Sin embargo, en modelos dindmicos, se genera una correlacidn entre regresores y
perturbaciones que provoca que los estimadores de minimos cuadrados pierdan sus buenas
propiedades. El enfoque més desarrollado ha sido la busqueda de estimadores por el método
de variables instrumentales (V.1.) y por el método generalizado de los momentos (M.G.M.).

Modelos estaticos
vi=XP + u No hay correlaciones n-¢ -x
u=n+g g admite heterocedasticidad " y autocorrelacion.
E(eic €’ ) = 0 si iA.
N fijos 6 i.i.d.(0, %))

Estimador Insesgado Consistente en n Eficiente (asint.)
n fijo, € ruido blanco. MCVF
E(uu’) conocida MCG S v N
E(uuw’) desconocida MCGF * A# A

(1) Si tenemos que estimar parametros asociados de forma exclusiva a un individuo (caso de
heterocedasticidad sin restricciones), perderemos la consistencia en n, ya que nuevos individuos no
aportaran informacion adicional sobre el parametro.

* Bajo determinadas condiciones en cada caso. En general necesitaremos estimadores consistentes en el
primer paso de MCGF para los parametros de E(uu’). Esto quiza ni siquiera sea posible. Ver Greene
[9]( p. 445, nota 15).

Tabla 1: Propiedades de los estimadores en modelos estaticos.
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Modelos dindmicos
yi= Oy + X B+ No hay correlaciones n-¢ -x
u=n+g Por construccion, las perturbaciones u; estdn correlacionadas
€i 1.1.d.(0, (52): ¢ ruido blanco con los regresores yi |
n; fijos 6 i.i.d.(0, Gzn) Se requiere que g; no presente autocorrelacion
Estimador Insesgado Consistente en n Eficiente (asint.)
MCVF
MCGF
VI V
M.G.M. N *

* Puede conseguirse con suficientes condiciones, al menos en algunos casos. Baltagi and Kao [10]( p. 28).

Tabla 2: Propiedades de los estimadores en modelos dinamicos.

El estudio de las propiedades tedricas de estos estimadores se suele realizar con caracter
asintotico. En cuanto a las propiedades en muestras finitas, éstas resultan en general dificiles
de estudiar tedricamente, y suelen estudiarse por simulacion. Asi por ejemplo, Baltagi y Kao
[10] citan estudios en modelos dindmicos en los que un estimador MCVF con correccion del
sesgo presentaba buenos resultados en la préctica, frente a otros estimadores consistentes.

6.3  Aplicacion del filtro de Kalman en datos de panel

Frente a (o junto a) los estimadores anteriormente citados, y en condiciones de normalidad de
las perturbaciones, podemos considerar también el estimador maximo verosimil (ML), que
presenta buenas propiedades asintéticas. Es en el cdlculo de este estimador donde entra en
juego el filtro de Kalman. Si las perturbaciones no son gaussianas, el método proporcionaria
estimadores cuasi-maximo verosimiles (QML), que también pueden resultar interesantes.
Existen diversos trabajos en los ultimos afnos en los que se comparan las propiedades del
estimador méximo verosimil con las de otros estimadores, principalmente en muestras finitas.
En una muy buena revision del tema, Maes [11] indica que, si las perturbaciones son
gaussianas, el estimador ML obtenido mediante el filtro de Kalman presenta muy buenas
propiedades teodricas (eficiencia, uso de la informacion, recursivo,...), y cita algunos estudios
practicos en los que el estimador Kalman-ML obtiene buenos resultados comparativos en
muestras finitas. En el caso de perturbaciones no gaussianas, las propiedades teoricas del
estimador QML no son conocidas, y, ademas, existen otros estimadores de propiedades
teoricas conocidas y deseables. Pero estos otros estimadores, o bien necesitan condiciones
mas restrictivas para asegurar sus propiedades deseables, o bien requieren una carga
computacional elevada. Maes [11] indica que experimentos utilizando el estimador QML en
casos representativos de una amplia variedad de casos reales han proporcionado buenos
resultados (sesgos muy reducidos).

7. Cointegracion y filtro de Kalman.
7.1 Series estacionarias y no estacionarias
El concepto de cointegracion estd intimamente ligado con el de estacionariedad. Una serie es

estacionaria (débilmente o de covarianza estacionaria) si E(y;) = u, Var (y1) = czy, Cov(ys, ¥s)
= f(t-s). La distribucion de probabilidad de una variable estacionaria no depende del tiempo.
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Intuitivamente, la serie es estacionaria si se mueve alrededor de su valor medio, con un

comportamiento y relacion entre las desviaciones similar a lo largo del tiempo. Un ejemplo de
. . . . 2

serie estacionaria es un ruido blanco, que cumple E(y;) = 0, Var (y;) = 6°, Cov(y, ys) = 0.

Si una serie no cumple las condiciones indicadas, entonces es no estacionaria. De forma
general, si una serie y; sin componentes deterministas puede representarse, después de
diferenciar d veces, como un proceso ARMA estacionario e invertible, la serie es integrada de
orden d, representado como I(d). Asi pues, una serie estacionaria es I(0), y una serie no
estacionaria es I(1) si su serie de primeras diferencias A y; = (1-L) y; es estacionaria.

El tratamiento de series no estacionarias exige algunas precauciones, asi por ejemplo, un
método habitual como es el andlisis de regresion provoca (o puede provocar) sobre series no
estacionarias la aceptacion de relaciones espurias.

La metodologia de andlisis de series temporales estd centrada en las series estacionarias, por
lo que el tratamiento de series no estacionarias pasa tipicamente por su transformacion a
estacionarias y su analisis mediante los métodos VAR o Box-Jenkins. Pero, en ocasiones, esta
transformacion implica pérdida de informacion. Una alternativa a la transformacion a series
estacionarias, utilizada principalmente con series no estacionarias I(1), es el analisis de
cointegracion.

7.2 Cointegracion

Sean y; , z; series I(1). Sea la diferencia & = y; - z: . En general, & sera I(1), pero puede que
exista un 3 tal que & sea 1(0). Si es asi, la diferencia y; - z es estacionaria, “estable”
alrededor de una media fija. Se dice entonces que las dos series estan cointegradas, con vector
de cointegracion [1, B]’.

Esto nos permite estudiar una relacion a largo plazo definida por el vector de cointegracion y
una relacion a corto plazo marcada por la serie estacionaria de residuos. Diferenciar las dos
series haria perder la relacion a largo plazo. Ademas, si hay cointegracion, la representacion
VAR de las series diferenciadas contiene infinitos términos (si no incluimos niveles, s6lo
diferencias), por lo que no es practico diferenciar.

Con caracter mas general, considerando un vector y; de n variables no estacionarias I(d), si
existe un vector B # 0 tal que B’y: es I(d-b) para algiin b>0, entonces se dice que las variables
y: estan cointegradas CI(d,b). A B se le denomina vector de cointegracion. Con mas de dos
variables no estacionarias, puede ser que existan varios vectores linealmente independientes
de cointegracion.

El caso mas habitual es el de series I(1). Siendo y; el vector de n variables I(1), podemos tener
r vectores independientes de cointegracion (0 <= r <n) agrupables en filas en la matriz I" de
dimensiones r*n, de modo que I'ys = u¢, donde u¢ es I(0). A r se le denomina rango de
cointegracion, y es el rango de la matriz T".

Ejemplos tipicos de aplicacion de la cointegracion son los estudios de la paridad del poder
adquisitivo entre distintos paises o el estudio de la relacion entre los ingresos y el consumo.
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En ambos casos son series no estacionarias con una relacion a largo plazo entre ambas.
El andlisis de cointegracion en series I(1) consiste en

1 Comprobar que las series son I(1).

2 Estimar el rango de cointegracion.

3 Estimar los vectores de cointegracion.

Existen multiples enfoques para el analisis de cointegracion. Posiblemente el de mayor éxito
[11] sea el método de Johansen, que es un enfoque de maxima verosimilitud.

7.3 Tendencias comunes

Si las n variables I(1) del vector y; cointegran con rango de cointegracion r, entonces podemos
encontrar n-r tendencias comunes T; (caminos aleatorios con tendencia) [12] tales que

T =+ T + H &t (20)
Ye=AT+ (L) & 21)

donde & es ruido blanco iid (0, Q) y ¢(L) & es estacionario. Intuitivamente, esto quiere decir
que r de las variables pueden expresarse como combinacion lineal de las otras (n-r) variables,
salvo por un residuo estacionario (o todas en funcidon de n-r factores comunes ocultos, salvo
residuo estacionario).

7.4  Aplicacion del filtro de Kalman al estudio de cointegracion

En este apartado indicaremos algunas reflexiones sobre el tema pendientes de confirmacioén
experimental.

Para poder aplicar el filtro de Kalman necesitamos en primer lugar una representacion de las
series en el espacio de estados. Podriamos basarnos en la representacion en forma de
tendencias comunes, que es una representacion muy proxima al espacio de estados.
Necesitariamos modelar los residuos estacionarios ¢(L) & en el espacio de estados y anidar
este modelo en el de tendencias comunes.

Con el modelo expresado en el espacio de estados, necesitamos ademas imponer algunas
condiciones sobre las variables para que la representacion sea identificable. Una vez elegidas
estas restricciones, podriamos estimar los pardmetros de la representacion, y, a partir de éstos,
recuperar los vectores de cointegracion.

Sin embargo, si el enfoque final de estimacion de pardmetros es el de maxima verosimilitud,
donde el filtro de Kalman habra sido una herramienta para el calculo recursivo de la funcién
de verosimilitud, cuyo maximo es buscado por métodos numéricos, parece dificil a priori que
el método pueda competir con el de Johansen. Este ultimo es un enfoque de méxima
verosimilitud, pero calcula los estimadores maximo verosimiles sin necesidad de realizar una
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maximizacion numérica. Podriamos tratar de competir con el método de Johansen alli donde
no se cumplen las hipodtesis para su aplicacion, si bien es cierto que estas hipotesis son poco
restrictivas [13].

Por otro lado, existe también la posibilidad de que la estimacion no sea via maxima
verosimilitud, como en el interesante enfoque propuesto por Aoki, que podemos encontrar en
[6], basado en las correlaciones entre observaciones con distintos retardos.
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