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RESUMEN

Se propone un modelo de programacion lineal mixta (PLM) para asignar los horarios de trabajo
al personal polivalente presente en la empresa, en una semana laboral determinada. La
polivalencia consiste en la posibilidad de que los operarios de una categoria puedan realizar
varias tareas, con rendimientos y prioridades diferentes. Los horarios admisibles se conocen y los
trabajadores pueden atribuir cierta preferencia sobre los mismos. Se dispone de la capacidad
deseada y minima de cada tarea, en cada periodo de tiempo. El modelo asigna el horario semanal
de presencia a cada trabajador y determina el numero de trabajadores de cada categoria que
realiza cada tarea en todo periodo, sin personalizar la asignacion tarea-operario (que se debe
realizar posteriormente).
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1. Introduccion.

Gran cantidad de productos y servicios tienen una demanda que presenta variaciones
estacionales mas o menos acusadas o, lo que es lo mismo, una demanda no uniforme. Para
hacer frente a la variabilidad de la demanda, tanto en cantidad como en composicidn, existen
basicamente dos lineas a seguir:

- crear stocks (cuando ello es posible) en épocas de poca demanda, y/o
- adaptar la capacidad productiva a la demanda.

La segunda opcion es la mas adecuada en un centro de servicios, puesto que una de las
caracteristicas de los servicios es la de no poder almacenarlos. Esa necesidad de adaptacién a
la demanda es una cuestion clave en la sociedad actual, si tenemos en cuenta que en la
mayoria de los paises desarrollados alrededor de dos tercios de los trabajadores se emplean en
el sector servicios.

En [1] se indica que los criterios que normalmente consideran mdas importantes los
responsables de pequefias empresas para su negocio son los de proporcionar un mejor servicio
y dedicar menos tiempo y esfuerzo en la preparacion de la programacion de horarios,
respetando las restricciones de disponibilidad y de preferencias de los trabajadores.

Diversos autores (ver, por ejemplo, [2] y [3]) presentan una estructura jerarquica en los
problemas de planificacion de la mano de obra en tres fases: 1) planificacion; 2)
programacion; 3) asignacion.



En la fase de programacion se realiza la asignacion de los horarios de presencia a los
trabajadores. Se han publicado numerosos trabajos (por ejemplo, [4]) para definir el nimero
de personas que deben trabajar en cada turno con la condicién de que la presencia no sea
inferior a un valor establecido para cada periodo. En este trabajo se propone un modelo de
programacion matemdtica para resolver la programacion de los horarios semanales con
capacidades deseada y minima conocidas, donde los horarios a asignar se obtienen de una
lista de horarios admisibles y los operarios pueden atribuir cierta preferencia sobre los
mismos. Una de las posibles aplicaciones es en el marco de la organizacion del tiempo de
trabajo con jornada anualizada (ver [5] y [6]), donde la asignacion de horarios se debe realizar
de forma reiterada para cada semana y las preferencias sobre los horarios evolucionan en
funcion de las asignaciones de las semanas anteriores.

Se considera el caso en que los trabajadores son polivalentes; es decir, existe la posibilidad de
que los de una categoria determinada puedan realizar mas de una tarea, con rendimientos y
prioridades iguales o diferentes.

2. Caracteristicas del problema.

En este trabajo se propone un modelo de programaciéon matemadtica para resolver la
asignacion de los horarios semanales de trabajo al personal polivalente presente en una
empresa con demanda no uniforme.

Los datos basicos para el modelo son: 1) relacion de trabajadores de plantilla (con los datos
siguientes para cada uno de ellos: categoria y conjunto priorizado de horarios admisibles de la
semana que se trate); 2) tareas que pueden realizar los trabajadores de cada categoria y la
prioridad y el rendimiento correspondientes a cada par categoria-tarea; 3) capacidad minima y
deseada de trabajadores para cada tarea, en cada periodo de tiempo.

El modelo permite tener en cuenta la eficiencia (ver [7]), es decir, la proporcion entre el
producto (o el resultado obtenido) y los medios utilizados. Cuando la eficiencia de una
categoria al realizar una tarea determinada es igual a la unidad, indica que el resultado
obtenido es el esperado en el tiempo previsto, pudiendo considerar a esa categoria como
referencia para realizar esa tarea.

El problema se puede plantear como un programa no lineal mixto (PNLM) cuya linealizacion
conduce a un programa lineal mixto (PLM), para la resolucién del cual se ha utilizado el
optimizador CPLEX.

El texto completo se estructura de la siguiente manera: en el apartado 3 se describe la
notacion utilizada; en el apartado 4 y 5 se formalizan los modelos no lineales y los modelos
linealizados. Finalmente, se indican los resultados de la experiencia computacional realizada y
las conclusiones obtenidas.

3 Notacion

3.1 Datos del modelo

A continuacidn se exponen los datos a considerar:



ne

€;

pcj

dm,j

ddj;

Adj

Asj

od,as,ob,op

Numero de periodos que comprende la semana (excluidos, naturalmente,
aquellos en que no hay actividad en el centro de trabajo).

Numero de trabajadores disponibles en la semana a programar.

Numero de categorias de trabajadores.

C
Numero de trabajadores de la categoria ¢ (c=1...C): W = ch

c=1

Indica la categoria (1...C) del trabajador i (i=1...W).
Numero de tareas diferentes.

Numero de horarios posibles para el trabajador i (i=1...W).

Componente de una matriz binaria donde a,;,=1 si hay presencia en el centro
de trabajo, en el periodo ¢ (t=1...T) del trabajador i (i=1... W) para el horario A
(h=1...H,).

Componente de una matriz que indica la penalizacion que el trabajador i
(i=1...W) otorga al horario 4 (h=1...H;). Se propone asignar un valor entre 0
(nada penalizado) y 100 (muy penalizado).

Componente de una matriz binaria de polivalencias donde f,;=/ si los
trabajadores de la categoria c¢ (c=1...C) pueden realizar la tareaj (j=1...J).

Matriz de prioridades donde p.; es la prioridad de que un trabajador de la
categoria ¢ (c=1...C) haga una tarea j (j=1...J) ), V(c,k)‘ f. =1. Se propone

asignar un valor entre 0 (poca prioridad) y 100 (mucha prioridad).

Coeficiente que indica el rendimiento asociado a los trabajadores de la

categoria ¢ (c=I...C) cuando realizan una tarea j (j=I...J); este valor es
definido siempre y cuando f;=/. Se expresa en tanto por uno y refleja la
eficiencia de cada categoria al asignarle una de las tareas que puede realizar.

Cota inferior entera de la capacidad de la tarea j (j=1...J) en el periodo ¢
(t=1..T).

Valor deseado de la capacidad de la tareaj (j=1...J) en el periodo ¢ (t=1...T).

Coeficiente de la funcion objetivo que indica la importancia relativa del déficit
de la tarea j (j=1...J) respecto a las demas.

Coeficiente de la funcion objetivo que indica la importancia relativa del
superavit de la tarea j (j=1...J) respecto a las demas.

Parametros de la funcion objetivo que ponderan los cuatro componentes de la

misma: déficit, superavit, penalizacion por asignar un horario determinado a un
trabajador y prioridad asociada a dicha asignacion.



3.2 Variables del modelo
A continuacion se exponen las variables a considerar en el modelo:

xin €40,1} xin=1 siy solo si se asigna el horario 4 (1...H,) al trabajador i (i=1...W).

Viej variable entera que indica el nimero de trabajadores de la categoria ¢ (c=1...C)
dedicados a realizar la tarea j (j=1...J) en el instante ¢ (t=1...T); esta variable se
define si f;=1.

dey Déficit de la tarea j (j=1...J) en el periodo ¢ (t=1...T), en relacion con la

C
capacidad deseada: de; = max {0, ddy — ZVtcj , V1,Vj

czl‘f(y':l
Suyj Superavit de la tarea j (j=1...J) en el periodo ¢ (t=1...T), en relacion a la

C
capacidad deseada: su; =max-0, ZVtcj—ddtj , Vt,Vj

e=l| =1

4 Formalizacion de los modelos de programacion matematica

El objetivo es encontrar una asignacion de horarios a los trabajadores de la cual resulte una
presencia que respete, en la medida de lo posible, las capacidades minimas y que supere,
iguale o se acerque tanto como sea posible a las capacidades deseadas, teniendo en cuenta las
preferencias de los trabajadores. La solucion ideal seria aquella que no implicase ni déficits ni
superavits de capacidad en ningun periodo, en la que los horarios asignados no tuviesen
penalizacion y las prioridades de asignacion de tareas fueran lo més altas posibles. En general,
dicha solucion no sera factible: se debe definir una funcion objetivo que permita tener en
cuenta la importancia relativa que el usuario otorga a los déficits de capacidad para cada tarea,
a los superavits para cada tarea, a la penalizacion de los horarios asignados y a la prioridad de
la asignacion realizada.

Lo mas sencillo seria introducir los déficits y los superavits en la funcion objetivo mediante
un término lineal. Esta opcidon podria dar soluciones insatisfactorias por el hecho que el
modelo consideraria indiferentes, por ejemplo, dos soluciones con una misma suma de los
déficits o los superavits, con independencia de la distribucion de este valor total entre los T
periodos. La pérdida del nivel de servicio es mas que proporcional cuando aumenta el déficit,
repartir regularmente el déficit y el superavit disminuye el deterioro del servicio. En
consecuencia, los déficits y los superavits han de tener una repercusion no lineal en la funcién
objetivo.

Las funciones no lineales que se proponen son las siguientes:

® (ddy, dmy, de;)  Funcion no lineal convexa asociada al déficit, dey, de la tarea j (j=1...J)
en el periodo 7 (t=1...T). Con esta funcion se evita que en una o pocas tareas se
acumule todo el déficit de; de manera muy irregular. Esta funcion, como se
describe en el apartado 3.3, evita, cuando es posible, soluciones no factibles



que no cumplan las condiciones de cota inferior de las capacidades (dmy); es
decir, para intentar mantener el nivel de servicio minimo.

¥ (ddtj, Sug) Funcion no lineal convexa asociada al superavit, su,;, de la tarea j (j=1...J) en el

periodo ¢ (t=1...T). Con esta funcidén se evita que en una o pocas tareas se
acumule todo el superavit de manera muy irregular.

Con dichas funciones se dispone entonces de modelos de programacion no lineal mixta
(PNLM). Para su resolucion se sustituye la funcidon no lineal por una aproximacion lineal,
teniendo en cuenta la convexidad de la funcidon objetivo; en consecuencia, las variables de
déficit y de superavit se sustituyen en los modelos no lineales por una suma de variables, tal y
como se detalla en el apartado 4.

4.1 Formalizacion de los modelos no lineales

El modelo no lineal tiene es el siguiente:

T J
[MIN]Z = ad - {ZZM’, 0y ddt,,dmt,,def,)} +

t=1 j=1

~
—_
—_

Hi

i=1 h=1

s - [ZT:ZJ:ES/ : ‘P(dd;;,su;;)} + (1)
{ bin - xlh}—ap {ZZ z Dg - Vfcj:|

w
+ ab - z
e=1 j=fy=

Hi
D xin=1 Vi (2)
I,

J w Hi
Zij = z Zanh * Xih Vt,Vc 3)

j:l‘ﬁj:l i:l‘ez:c h=1
C
Z Pei* Vi + dey — sey = ddy Vt,Nj 4)
czl‘ =1
xin € {0,1} Vi, h=1..H: (5)
vii 2 0 y entera Vt,Ve,Vj | fi=1 (6)
dey, su; =0 Vt,Vj (7)

La expresion (1) corresponde a la funcion objetivo formada por cuatro componentes: déficit
relativo, superavit relativo, penalizacion por asignar un horario determinado a un trabajador y
prioridad; (2) impone que se asigna un horario y sélo uno a todo trabajador que esté presente



en el centro en la semana en cuestion; (3) impone que cada categoria debe tener un numero de
tareas asignadas igual al nimero de trabajadores de esa categoria que tengan un horario
asignado con presencia en ese instante de tiempo; (4) impone que el nimero de trabajadores
de una categoria asignados a una tarea determinada -considerando su rendimiento en funcién
de la categoria-, mas el déficit o menos el superavit debe ser igual a la capacidad deseada; (5)
expresa el cardcter binario de las variables en cuestion; (6) expresa el caracter entero y no
negativo de la variable vi;; y, finalmente, (7) expresa el caracter no negativo de las variables
no enteras.

Si no se considera la eficiencia de los trabajadores, entonces p; =1 (Vc,Vj|f=1), en caso

contrario la eficiencia tendria algin valor mayor o menor que la unidad ( p <1 6> 1).

4.2 Formalizacion de la funcion no lineal convexa asociada al déficit

La eleccion de la funcion @ condiciona el resultado. Se ha adoptado la siguiente funcion
convexa (donde dd es la capacidad deseada, dm es la capacidad minima y de es el déficit que

resulta de la asignacion de horarios):

Siendo el déficit relativo O :

5=£ si de>0
dd
o0=0 si de=0

y la funcioén auxiliar:

9(dd,de)=(iJ - dd =( de j . dd
1-5 dd —de

Para evitar la division por cero cuando 6 =1, se ha introducido un parametro & , con un
valor muy pequefio (por ejemplo, 0.001).

0(dd.dey=| — 2| da=(—% . 44
1-6+ed dd —de+ &d

Una vez definido @ (ddtj, dezi) , entonces:

0(dd
0(dd

de, ) 5i(dd,de,) > dm,
de,)-0(dd

O(dd,,dm, de))=1

jodd, —dm,)+M - 0(dd,, -dd, —dm,) | si(dd,-de,) < dm,

La funcion @ es igual a la funcion 6 excepto cuando los trabajadores asignados
(ddtj —detj) a la tarea j no cumplan con la condiciéon de capacidad minima (dm,j); en ese
caso la pendiente de la funcion € se multiplica por M . El valor del coeficiente de

penalizacion, M , ha de ser un numero suficientemente grande para conseguir una solucion
que cumpla las restricciones de cota inferior de capacidad frente a cualquier otra que las viole.



4.3 Formalizacion de la funcion no lineal convexa asociada al superavit

De manera andloga, con el objetivo de obtener un reparto homogéneo de los superavits
relativos entre las diferentes tareas, si es el caso, se ha seleccionado la siguiente funcion no
lineal convexa, ‘P(ddtj, su,)

Siendo I' el superavit relativo, definido como:

SU,

=—  s5i su,>0
Dk+su,i

7 [/}

th: S1 sutj:O

T, .
¥(dd,;.su,) :£1_; ] ' (ddz/ +S”zi):(:l:] J ' (ddzi +S“z/)

4 4

entonces:

De forma similar al caso anterior, también se tiende a igualar, para todos los periodos, los

ddy.+su<

cocientes L (es decir, la proporcion de la presencia deseada que se consigue con la
i

solucion).

Para obtener unos valores suficientemente grandes cuando I' —1, se propone la siguiente
modificacion en la funcion ¥ :

Y(dd,.su,)= _ L (dd,, +su,)
b by l_l—*tj +£5 b b

En la modificacion propuesta el valor de &s ha de ser pequefio, por ejemplo 0.001.

5. Modelos de programacion matematica linealizados

Para linealizar el componente de la funcion objetivo asociado al déficit y dado su caracter
convexo, se utiliza la programacion separable convexa; para ello se descompone cada variable
de déficit en tantos sumandos como el menor entero que sea igual o mayor que su cota
superior.

En el caso general, para todo instante 7 y toda tarea j, supongamos que de es su variable de
déficit, la capacidad deseada dd es su cota superior y udc = |_dd —| (es el minimo valor entero
igual o superior a la capacidad deseada dd); entonces se hace la sustitucion:

udc

de="dr,con 0<dk <udk, siendo udk:

k=1
udk;= 1 + dd — udc
udk,= 1, si k>2



Es decir, la cota superior udk; de la variable d; es igual a la unidad, con la excepcion de la cota
superior de d; cuando la capacidad deseada dd no es entera: en este caso la cota superior udk;
adopta el valor de la parte fraccionaria de dd.

El coeficiente de d; en la funcion objetivo es igual a la pendiente de la quebrada en el tramo
correspondiente, es decir:

k k-1
O(dd,dm, Y udk,)— ®(dd,dm, udk,)

?(d)= — =
k

De manera analoga, con el objetivo de obtener un reparto homogéneo de los superavits, si es
el caso, se ha seleccionado la funcion no lineal y convexa, ‘I’(sug), y se ha utilizado la

programacion separable convexa. Para linealizar el componente de la funcidon objetivo
asociado al superdvit, se descompone cada variable de superavit en tantos sumandos como el
menor entero que sea igual o0 mayor que su cota superior.

En el caso general, para todo instante ¢ y toda tarea j, supongamos que su es su variable de
déficit, y usc = !_capacidad _maxima _ sobrante—‘ (es el minimo valor entero igual o superior

a la capacidad méxima, que tiene en cuenta la capacidad deseada en el periodo, dd, y el
numero de trabajadores que por su categoria podrian realizar esa tarea y por su conjunto de
horarios podrian tener presencia en ese periodo); entonces se hace la sustitucion:

usc

SU = z sk, con 0 < sk <uskr, siendo usk;:
k=1
usk;= 1 + capacidad mdxima_sobrante — usc
usky=1, sik>2

Es decir, la cota superior usk; de la variable s; es igual a la unidad, con la excepcion de la cota
superior de s; cuando la capacidad méxima no es entera: en este caso la cota superior usk;
adopta el valor de la parte fraccionaria de la capacidad maxima sobrante.

El coeficiente de s; en la funcion objetivo es igual a la pendiente de la quebrada en el tramo
correspondiente, es decir:

k k-1
Y(dd, Y usk,)-V(dd,) usk,)
q=1 q=1
usk,

w(s)=

5.1 Nuevos datos de los modelos linealizados

A continuacion se exponen los nuevos datos a considerar:

udc; Minimo valor entero igual o superior a la capacidad deseada para cada tarea j
(i=1...J) en todo periodo ¢ (1=1...T): udc; =[ddy |, Vt,V; .



udkyi Cota superior de la k-ésima variable de déficit, dy, para la tarea j (j=1...J) en el
periodo ¢ (t=1...T) y con k (k=1... udcy) y que adopta los siguientes valores:

- s1 k=1 entonces udk;= 1 + dd,; — udc,;,Vt,Yj .
- si k>2 entonces udky= 1,Vt,Vj .

Uus;j Superavit maximo definido como el maximo entre 0 y la
capacidad maxima_sobrante:

/4
Usy = Max[ Zfej —ddy, O] ,Vt,Vj.

i=1| 3he Hi:(in=1

Es la cota superior del superavit.

Uscy; Minimo valor entero igual o superior al superavit maximo us;; para cada tarea j
(j=1...J) enel periodo ¢ (t=1...T): uscy = fus;;_l,Vt,Vj .

usk Cota superior de la k-ésima variable de déficit, s, para cada tarea j (j=1...J) en
todo periodo ¢ (t=1...T) y con k (k=1... usc;) y se define como sigue:

- s1 k=1 entonces usky = 1 + us; —usc;,Vt,Vj.
- s1 k>2 entonces usky= 1,Vt,Vj .

5.2 Nuevas variables del modelo

A continuacion se exponen las variables a considerar en el modelo de los casos CR y CNR:

xin €40,1} xin=1 sy solo si se asigna el horario 4 (1...H;) al trabajador i (i=1...W).

Viej variable entera que indica el nimero de trabajadores de la categoria ¢ (c=1...C)
dedicados a realizar la tarea j (j=1...J) en el instante ¢ (¢=1...T); esta variable se

define si f;=1.

dyjik k-ésima variable de déficit de la tarea j (j=1...J) en el periodo ¢ (t=1...T), con k
(k=1... udcy) y en relacion a la capacidad deseada:

udcij C
Z dyjk = max {0, ddyj — Z qu} , Vt,Vj
k=1

c:l‘f(VZI

Sk k-ésima variable de superavit de la tarea j (j=1...J) en el periodo ¢ (t=1...T), con
k (k=1... uscy) y en relacion a la capacidad deseada:

uscy C
ZStjk = max {O, Z Viej — ddy} , Vt,Vj
k=1

e=1| =1

5.3 Formalizacion del modelo linealizado de los casos CR-CNR con tareas asignadas a
categorias con y sin rendimiento

El modelo que resulta es el siguiente:



[M]N]ZZ ad - {iiﬁdj . %wtﬂf . dtjk:| +

=1 j=1 k=1
T J uscy
+ as - ZZlSj : Wik Sgk |+ (8)
=1 j=1 k=1
W Hi T C J
v ab {ZZZM x} —ap S S po v
i=1 h=1 t=1 c=1 j=1|fy=1
Hi
D xin=1 Vi ©9)
h=1
J /4 Hi
Dvig= D, D @i xin vt,Ve (10)
Jj=1fa=1 i=llei=c h=1
C udcyj usct
D v+ Y di— Y sy =ddy Vt,Vj (11)
c=1| fy=1 k=1 k=1
0 < dyjx < udkr k =1,...,udcy Vt,Nj (12)
0 < gk < uskir k=1,...,uscy vt,Vj (13)
xin € {0,1} Vi, h=1..H: (14)
vig > 0y entera vi,Ve, Vil fo=1 (15)

La expresion (8) corresponde a la funcion objetivo formada por cuatro componentes: déficit,
superavit, penalizacion por asignar un horario determinado a un trabajador y prioridad; (9)
impone que se asigna un horario y sélo uno a todo trabajador que esté presente en el centro en
la semana en cuestion; (10) impone que cada categoria debe tener un nimero de tareas
asignadas igual al namero de trabajadores de esa categoria que tengan un horario asignado
con presencia en ese instante de tiempo; (11) impone que el numero de trabajadores de una
categoria asignados a una tarea determinada -considerando su rendimiento en funcion de la
categoria-, mas el déficit o menos el superavit debe ser igual a la capacidad deseada; (12) y
(13) imponen las cotas inferiores y superiores de las variables de déficit y de superdvit,
respectivamente; (14) expresa el caracter binario de las variables; y (15) expresa el caracter
entero y no negativo de la variable vi; .

6 Resultados y conclusiones

Se ha implementado el modelo propuesto con ILOG-OPL y se ha utilizado la libreria del
sistema ILOG-CPLEX Network Optimizer 7.5. Se ha ejecutado en un PC-Celeron a 1
GHz y 256 Mb de RAM.



Se han utilizado datos reales procedente de una empresa de servicios, correspondiente a 15
semanas, con las siguientes caracteristicas:

4 tipos de contrato: 40, 30, 24 y 12 horas/semana.

Tres categorias y tres tareas, con prioridades y rendimientos conocidos.

Horario de 7:00 a 22:00 de lunes a sabado, con periodos de una hora de duracion. En
total: 90 periodos.

226 horarios posibles diferentes en total, con la posibilidad de asignar preferencias por
parte de los trabajadores.

Capacidad entera minima y deseada conocida para cada hora de los 90 periodos de
cada semana.

A partir de los datos reales se han generado ejemplares con 50, 100 y 150 trabajadores. El
resul tado obtenido de | a experiencia conputaci onal es satisfactorio.
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