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1. Introduccion

Las técnicas de Control estadistico de procesos (SPC) constituyen un conjunto de
herramientas orientadas a la mejora de la calidad y de la productividad ampliamente
implantadas en sectores industriales. Un entorno cada vez mas competitivo es el escenario
propicio para el desarrollo de nuevas herramientas, o la evolucion de las ya existentes, que
permitan mantener a nuestras empresas en la espiral de la mejora continua de la calidad de
nuestros productos, procesos y servicios ante un mercado cada vez mds exigente. Las
herramientas mas importantes del SPC son sin duda los conocidos Graficos de Control,
utilizados para la monitorizacion y control de caracteristicas de calidad o de proceso criticas,
con el objetivo de fabricar siempre desde el principio unidades dentro de especificaciones con
la menor variabilidad posible y centradas en el nominal. Los graficos de control permiten
detectar situaciones llamadas estados de “fuera de control” originadas por causas puntuales
llamadas causa especiales o asignables de variabilidad que pueden provocar la aparicion de
“piezas” defectuosas o aunque no estén fuera de especificaciones, provocar la aparicion de no
uniformidad en la produccion. En la actualidad el uso de graficos de control para la
monitorizacién de una Unica caracteristica de calidad de tipo continuo se lleva acabo
utilizando alguno de los graficos disponibles: Shewhart, CUSUM, EWMA, etc. (Montgomery
(2009)).

En este trabajo vamos a considerar que el pardmetro a controlar es el valor medio de una
caracteristica critica de calidad. La eficiencia de un grafico de control depende del tamafio

del cambio en la media a detectar (d), medido en ¢ unidades, d :‘ Ho — 1 ‘ / o> donde oy W

= po = dog son la media del proceso cuando se encuentra bajo control y fuera de control
respectivamente, y 0 es la desviacion tipica del proceso cuando éste se encuentra bajo

control. Cuando d = 0 el proceso se encuentra bajo control, y cuando d > 0 el proceso se
encuentra fuera de control. En el disefio de un grafico de control estadistico, el ARL
(Average Run Length) es la medida utilizada habitualmente para medir su eficacia para
detectar un determinado cambio d. El ARL es el numero medio de muestras (puntos en el
grafico) a tomar del proceso hasta que una sefial de fuera de control aparece. Cuando el
proceso se encuentra bajo control el ARL deberia ser lo mayor posible. Cuando la media del
proceso ha sufrido un cambio de magnitud d, el grafico lo deberia detectar rapidamente y por
tanto el ARL deberia ser lo mas bajo posible.
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El grafico CUSUM (Cumulative Sum) fue introducido por Pages (1954) como una buena
alternativa al grafico de Shewhart en la deteccion de cambios pequefios. Hay que recordar que
el grafico de Shewhart solo tiene en cuenta la informacion actual del proceso siendo por tanto,
insensible a cambios de pequefia magnitud, menores a 2 o con tamafios de muestra del orden
4 0 5. En este trabajo estudiamos la eficiencia de los graficos CUSUM con respuesta inicial
rapida, conocidos como CUSUM-FIR, cuando dicha respuesta inicial es variable y no
prefijada como en los planteamientos considerados hasta ahora. El objetivo del presente
trabajo es desarrollar un software amigable que permita al usuario determinar los parametros
optimos (k, h y Cy) de los graficos CUSUM-FIR para todas las posibles situaciones que se le
puedan presentar al ingeniero en su practica profesional.

2. Los graficos de control CUSUM-FIR
2.1 Grafico CUSUM

El grafico CUSUM dibuja las sumas acumuladas de las desviaciones de los valores
muéstrales respecto al valor nominal de la media de la caracteristica a controlar. El grafico
CUSUM tiene en cuenta la informacion actual y la del pasado siendo por tanto eficiente en la
deteccion de cambios pequefios en la media (Montgomery (2009)). Analicemos el disefio del
grafico. Si la variable de calidad a controlar (X) se distribuye segun una N(z,0) cuando el
proceso se encuentra bajo control y las observaciones o medias muéstrales son
independientes, entonces el estadistico a graficar C;, la suma acumulada, a comparar con los
limites de control en el instante 1, se obtiene

i
Ci = > (Xj—uo) (1
j=1

donde /4 indica el valor nominal de la media del proceso y X; una observacién individual (X;

en el caso de muestras de tamafio n >1) de la caracteristica X. Si el proceso se encuentra bajo
control, C; se aproximara a 0.

El procedimiento computacional llamado CUSUM tabular (Hawkins y Olwell (1998);
Montgomery (2009)) para una observacion individual (tamafo de muestra n = 1) define dos
estadisticos que se pueden dibujar simultaneamente:

¢ = max [0,x, — (4 +k) + it 4 )

¢ = max |0, ( o — k) = x; + Ci4 3)

donde k es el llamado valor de referencia. La combinacion es el llamado Two-Sided CUSUM,
comenzando con C§ = C5 = 0. El proceso es considerado fuera de control si C;fo C;” excede
el limite de control H =h o, donde h es el llamado intervalo de decision. Los valores k and
h son generalmente seleccionados para alcanzar un buen equilibrio entre un ARL bajo y fuera
de control. En la practica, graficos CUSUM con k = 0.5 and h = 5 son utilizados para detector
cambios en la media de d = 1o. k es seleccionado como la mitad del cambio que se quiere
detectar. Una vez k es seleccionado, se elije h para obtener un determinado ARL bajo control
(Montgomery, 2009). Por tanto el disefio del grafico CUSUM queda determinado por los
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parametros k y h. El tabular CUSUM puede ser extendido rapidamente cuando el tamafio de

90
muestra sea n > 1 reemplazando x; por X; y 09 por -

2.2 Grafico CUSUM-FIR

Lucas y Crosier (1982) describen las propiedades de una respuesta inicial rapida (FIR) por
parte de los graficos CUSUM en los que la suma acumulada inicial C tiene un valor distinto
de 0, presentando en estos casos una mejor eficiencia para detectar pequefios cambios en la
media. Existen situaciones en la préctica industrial donde se justifica la introduccion de dicha
respuesta inicial rapida (headstar). Normalmente cuando el grafico CUSUM muestra una
sefial de fuera de control, el proceso se detiene y se busca la causa especial de variabilidad y
una vez encontrada se corrige el proceso y se comienza el control de nuevo. Una situacion
posible es que no hayamos corregido el proceso adecuadamente y por tanto el proceso
continie en una situacion de fuera de control. También puede ocurrir que existan dos o mas
causas asignables y soOlo hayamos detectado una. Una tercera situacion es el llamado
sobreajuste del proceso que introduce variabilidad extra y por tanto desemboca en una
situacion de fuera de control. En estos tres casos seria interesante el utilizar un grafico
CUSUM donde el valor de arranque de la suma acumulada C, no fuera nulo. En este caso el
grafico CUSUM se llama CUSUM-FIR o CUSUM de respuesta inicial rapida. Lucas and
Crosier (1982) recomiendan un valor headstart Cy de h/2 para detectar rapidamente una
situacion de fuera de control.

En este trabajo se estudia la posibilidad de utilizar valores de C distintos de h/2 que hagan
mas eficientes al grafico CUSUM para detectar cambios de pequefia magnitud. Por ello
proponemos la optimizacion de los parametros que definen el grafico CUSUM-FIR (k, h y
Cy) utilizando algoritmos genéticos.

3. Disefio 6ptimo en un punto

El procedimiento de disefio 6ptimo en un punto consistird en especificar el ARL bajo control
deseado (ARL,), y la magnitud del cambio d= d* en el proceso que queremos detectar,
seleccionando entonces la combinacion (h, k, Cy) que proporcionen el minimo ARL fuera de
control (ARLy) para un tamafio de muestra determinado. La combinacidén (h, k, Cy) obtenida
es optima en el sentido que para una probabilidad de error tipo I fijado (ARL,) produce la
menor probabilidad error tipo II (ARLy) posible para un cambio especificado.

Existen tres aproximaciones para el calculo del ARL en graficos tipo CUSUM: Ecuacion
Integral (Page (1954)), Cadena de Markov (Brook and Evans (1972)) and métodos de
simulacion (Jun and Choi (1993)). El método de la Ecuacion Integral ha sido utilizado en este
trabajo. Mediante Simulacion se ha verificado los resultados de ARL calculados con
ecuaciones integrales.

lgunos autores han presentado tablas y monogramas que guian al usuario para el disefio
optimo de los graficos CUSUM-FIR cuando se quiere detectar un cambio de magnitud
determinada. La principal desventaja es que estas tablas y monogramas son incompletas con
lo que su utilidad practica puede ser limitada. (Kemp (1961); Goel and Wu (1971); Bowker
and Liberman (1972); Lucas (1976); Lucas and Crosier (1982); Gan (1991); Hawkins (1993);
Hawkins and Olwell (1998)).0Otros autores han presentado programas de ordenador para el
calculo del ARL (Gan (1993); Hawkins and Olwell (1998); Lucefo and Puig-Pey (2002)).

Sin embargo en todos los casos anteriores el parametro C, es un input y no un output de la
optimizacion. Por lo tanto, C, era especificado previamente o directamente se utilizaba el
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valor recomendado directamente Cy = h/2. Sin embargo, El algoritmo genético desarrollado
en este trabajo encuentra la combinacion (h, k, Cy) que mayor eficacia proporciona la grafico.

4. Optimizacion mediante Algoritmos Genéticos

Para encontrar el grafico CUSUM-FIR que satisface los requisitos previos (ARL, deseado y
minimo ARL(d = d*)) es necesario buscar los valores 6ptimos del limite de control (h), del
valor de referencia (k) y del valor headstart (C,). Para resolver este problema de optimizacion
se utilizaron algoritmos genéticos (AG) para evitar problemas de Optimos locales y por el
elevado nimero de operaciones a realizar debido a que el calculo del ARL mediante
ecuaciones integrales es bastante complejo. Por esta razon después de una buena calibracion
(fase critica) del algoritmo se obtienen excelentes resultados en muy poco tiempo. El AG fue
mejorado dotandole de busqueda local.

Por otra parte, el uso de AG en optimizacion de graficos de control ha sido consolidado en la
bibliografia mas reciente debido a su potencial en este campo. (Aparisi and Garcia-Diaz
(2004, 2007)).

Los AG miden la calidad de una soluciéon mediante una funcién de valuacion conocida como
funcién de fitness. Esta es la Unica informacion que maneja el AG en el proceso de
optmizacion. Su definicion es clave en la busqueda de la mejor combinacion de parametros.
La forma de operar del AG sonsiste en los siguientes pasos: (1) generacion de una poblacion
inicial de individuos; (2) evaluacion de todos los individuos de la poblacion inicial; (3)
reproduccion y mutacion, y (4) generacion de nuevas soluciones (Holland (1975); Goldber
(1989)).

4.1 Software desarrollado
El problema a resolver consiste en
e Dado:

1.- el valor deseado de ARL bajo control, ARL,,
2.- el valor de la magnitud del cambio en la media del proceso en unidades

sigma, d*
3.- el tamafio de muestra, n

e  Encontrar: La combinacion de parametro (h, k and Cy) que minimicen el

ARL(d = d*).
e  Sujeto a: ARL(d = 0) = ARL,.
La funcion de fitness a utilizar es la propuesta por Aparisi and Garcia-Diaz (2004):

max —Ww, |ARL, —~ ARL(d = 0)|-w,ARL(d =d*) , if (ARL,~ARL(d=0))<0 (4)

Fitness =
{max —2w, |ARL0 —ARL(d = 0)|—w2ARL(d =d*) , if (ARL,—ARL(d=0))>0
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donde ARLO representa el deseado ARL bajo control, ARL(d = 0) representa el ARL en el
punto d = 0, calculado para cada soluciéon, ARL(d = d*) representa el ARL en el punto d*
para el que nosotros queremos optimizar el grafico, w; y W, representan dos pesos para
balancear cada parte de la ecuacion. En nuestro caso, w; = 1 y W, = 10 ya que han dado muy
Buenos resultados en otros trabajos anteriores (Aparisi and Garcia-Diaz (2004,2007)). El peso
w; penaliza soluciones que tienen un ARL bajo control no muy cercano al deseado, y el peso
W, penaliza soluciones que tienen un alto ARL fuera de control. El valor de “max”, el maximo
valor de la funcion de fitness posible, es un valor alto para no tener valores negativos en la
funcioén; un valor de 10000 es empleado en este programa.

Con esta funcion de evaluacion la combinacion (h, k, Cy) que presenta un ARL(d = 0)
cercano o ligeramente superior (menor probabilidad de falsa alarma) que el ARLyy menores
valores de ARL(d = d*) pueden ser seleccionada como mejor combinacion. El problema a
resolver es encontrar los valores optimos de los parametros de disefio del grafico CUSUM-
FIR: h, k and CO que minimicen la funcion de fitness dada por la ecuacion (4).

El AG desarrollado depende de una serie de operadores genéticos: tipo de seleccion, tipo de
cruce, probabilidad de mutacion, y probabilidad de cruce. El AG fue programado en entorno
Windows procediéndose a realizar la calibracion del mismo mediante un disefio de
experimentos para obtener las condiciones operativas Optimas en que puede funcionar el
algoritmo. En la Tabla 1 se pueden ver los niveles de los factores y los resultados de la
calibracion. En la Figura 1 puede observarse la interface del programa desarrollado.

Factor Nivel Mejor nivel
probabilidad de cruce 0.90; 0.95; 0.99 0.99
probabilidad de mutacion 0.05; 0.07 0.07

tipo de cruce 1 punto; 2 puntos; uniforme uniforme
tipo de seleccion ruleta; torneo torneo

Tabla 1. Calibracion del AG mediante disefio de experimentos.

La validacion del programa se hizo mediante la comparacion de los resultados obtenidos con
el programa y los valores de las tablas publicadas para el CUSUM-FIR en Gan (1991). Por
ejemplo, Gan (1991) presenta en el caso de ARL, =250 y d* = 1 un grafico 6éptimo con h =
5.30, k = 0.41 y headstart, Co= h/2, dando un ARL fuera de control ARL4, ARL(d* = 1) =
5.69. Nuestro software obtiene un grafico con parametros h=4.43, k = 0.52 y headstart Cy =
2.77, dando un ARL(d* = 1) = 4.84, que es un 15% menor, y por tanto mas eficiente. En la
Tabla 2 se puede observar un estudio mas completo.

Shift d* 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4
Gan (1991) 20.7 5.69 3.11 218 1.72 142 123 1.10
Software 16.02 474 233 150 134 1.18 1.08 1.07
desarrollado

Tabla 2. Comparacion del ARL(d=d*) del grafico CUSUM para ARLO =250 presentado en
Gan (1991) frente al desarrollado mediante el GA (n =1).
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Al Optimum CUSUM-FIR.
About this program

Model Parameters

Iv Restiction on U0
ARL incantral [ARLa) 370 Sample Size ,1_ Optirurn for d [sigra units) 1
Number of states |0

Genetic Algorithm Stops by

= Generations
Fopulation Size 200 Mumber of Generations | 100 Evaluations |3320  Evaluations

Mutation Prob, [0-05 = Crossover Prob. 199 = Selection  |toumament - Crossover Type  |uniform =

Fitness Equation

If (ARLo - ARL(d=071¢=0 then Fitness = Maximum - wi*ABS(ARLa-ARL{d=0} - w2 ARL(d)
If (ARLo - ARL(d=07) >0 then Fitness = Maximurm - 2w1*ABS(ARLa-ARL(d=07) - weARL(d)

Mawimum | 10000 wl ,1_ w2 IT Result

ARL[=1]= 548 A~
Max. Fitness = 3340.48939222042

‘it for Local Searchl
START | Cloze ‘ SOLUTION FOUND USING LOCAL
SEARCH AROUND Ga SOLUTION

ah=h(CL]= 448
ad=K =056
al=U0= 282
GA Progress IENNNNNNERRNANI AR
AAL(d=1)= 523
Jv Perform Local Search HNNRERREEN Max. Fitness = 9347.33126554327]

Figura 1. Interface del software con el AG implementado para la optimizacion del grafico
CUSUM- FIR.

La Tabla 3 muestra los parametros optimos de los graficos EWMA, CUSUM y CUSUM-FIR
para detectar un cambio muy pequefio de, por ejemplo, d* = 0.67 sigma, para un ARL bajo
control de 370, y con tamafio de muestra n =1. Como era de esperar, el ARL fuera de control
del grafico CUSUM-FIR optimizado era el menor e igual a 11.64. Por lo tanto, la mejora
obtenida esté alrededor del 33 %, con la misma eficacia cuando el proceso esta bajo control.

Opt. EWMA Opt. CUSUM Opt. CUSUM-FIR
ARL(d*) 17.21 18.57 11.64
Parametros r=0.10;L=2.71 h=6.77,k=0.318 h=10.01;k=0.19; Cy =
5.13

Tabla 3 Comparacién y combinacion optima de parametros de graficos optimos EWMA y
CUSUM para ARLO =370y d*=0.67, con n =1.

4.2 Estudio Computacional

Se realiz6 un extenso estudio computacional para la evaluacion de la eficiencia del CUSUM-
FIR optimizado con el software desarrollado para ARL, = (250, 370, 500, 1000), d* = (0, 0.5,
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1, 1.5, 2, 2.5, 3, 3.5, 4) y n = (1, 4, 8) comparandolo con sus graficos competidores EWMA
optimizado y CUSUM optimizado. Los resultados obtenidos son altamente satisfactorios, se
obtuvieron mejoras de eficiencia entre un 20 y un 50 % en términos de ARL fuera de control.
En la Tabla 4 se recogen los resultados para el caso completo de ARL, = 250.

Optimized EWMA Optimized CUSUM Optimized CUSUM- FIR
d* ARL(d*) r L ARL(d*) k h ARL(d*) k h Co
0.5 23.27 0.07 2.45 25.86 0.25 7.267 16.02 025 7.65 4.11
1.0 8.60 0.15 2.66 9.16 0.50 4.389 4.74 0.53 437 2.80
1.5 4.74 0.31 2.80 483 0.75 3.080 2.33 0.70 343 2.38
2.0 3.08 0.39 2.83 3.07 1.00 2.323 1.50 0.70 3.46 2.53
2.5 2.25 043 2.84 2.16 1.25 1.830 1.34 1.44 158 1.28
3.0 1.92 0.33 2.81 1.64 1.50 1.466 1.18 042 5.18 2.65
35 1.37 0.67 2.87 1.32 175 1.164 1.08 094 251 1.36
4.0 1.15 0.96 2.88 1.14  2.00 0.892 1.07 0.61 3.78 1.90
0.5 9.24 0.07 2.45 1042 025 7.267 5.43 0.51 4.44 2.44
1.0 3.18 027 2.78 3.60 0.50 4.389 2.00 1.10 2.13 1.17
1.5 1.73 0.54 2.86 1.97 0.75 3.080 1.05 1.03 2.35 1.89
2.0 1.15 0.99 2.88 1.25 1.00 2.323 1.05 0.64 3.63 1.91
2.5 1.03 0.69 2.87 1.03 125 1.830 1.03 0.95 2.45 0.27
3.0 1.00 0.98 2.88 1.00 1.50 1.466 1.00 0.60 3.79 1.23
35 1.00 0.31 2.80 1.00 1.75 1.164 1.07 0.25 7.35 2.06
4.0 1.00 024 276 1.00 2.00 0.892 1.00 0.42 5.15 2.42
0.5 5.42 0.39 2.83 6.97 0.25 7.267 3.01 0.74 3.20 1.91
1.0 1.86 0.55 2.86 247  0.50 4.389 1.34 0.89 2.64 1.24
1.5 1.00 043 2.84 134 0.75 3.080 1.02 0.85 2.78 1.53
2.0 1.00 0.66 2.87 1.00 1.00 2.323 1.03 0.51 4.34 1.10
2.5 1.00 0.56 2.86 1.00 1.25 1.830 1.02 0.27 7.00 2.17
3.0 1.00 0.36 2.82 1.00 1.50 1.466 1.01 0.23 7.77 2.33
35 1.00 0.29 2.79 1.00 1.75 1.164 1.00 0.22 8.03 2.74
4.0 1.00 0.65 2.87 1.00 2.00 0.892 1.00 0.19 8.63 1.16

Tabla 4. Comparacion del ARL para el EWMA optimizado, CUSUM standar optimizado y el
grafico CUSUM- FIR optimizado para diferentes tamafios de cambio d* (0-4 sigma units),
tamafio de muestran (1, 4, 8), y ARLO = 250.

5. Conclusiones

La técnica de los algoritmos genéticos ha resultado ser un buen método de optimizacion de
los graficos de control CUSUM-FIR. Se ha desarrollado un software en entorno Windows de
uso muy sencillo que permite obtener los parametros 6ptimos de estos graficos en cualquier
situacion, superando las posibilidades que hasta ahora ofrecian las tablas disefiadas con este
proposito. Ademas se hizo un estudio comparativo con sus competidores naturales
obteniéndose mejoras de eficiencia entre un 20 y un 50 %.
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